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1 INTRODUÇÃO

Procedimentos convencionais para a avaliação da
integridade mecânica de componentes e materiais estruturais,
particularmente aços estruturais ferríticos, sob condições elasto-
plásticas utilizam a Integral J e o CTOD (δ) para quantificar as
condições de fratura na região de um defeito ou trinca.(1) Ensaios
experimentais para medição destes parâmetros elasto-plásticos de
tenacidade utilizam rotineiramente espécimes laboratoriais
(padronizados) de flexão em três pontos SE(B)* – single edge

crack specimen under bending - ou compactos C(T)* – compact

tension specimen - contendo trincas profundas (a/W ≥ 0.45 onde a
é o comprimento ou profundidade da trinca e W é a largura do
corpo-de-prova). A determinação experimental dos parâmetros J e
CTOD para estes corpos-de-prova utiliza procedimentos norma-
lizados (ASTM E1820,(2) ASTM E1290,(3) BS 7448(4)) baseados
sobre a medição das curvas de carga, P, em função da abertura da

boca da trinca, CMOD (V), ou em função do
deslocamento da linha de carga, LLD (∆). Uma
vez obtidas as curvas experimentais P vs. CMOD
ou P vs. LLD, a Integral J é calculada por inter-
médio da área plástica sob a curva(2) enquanto o
CTOD é calculado por intermédio do modelo da
rótula plástica.(3,4)

Entretanto, estes procedimentos norma-
lizados para determinação dos parâmetros J e
CTOD apresentam diversas limitações as quais
podem potencialmente comprometer a acurácia
das medições experimentais de tenacidade. Os
fatores adimensionais η (sobre os quais a deter-
minação de J é baseada) fornecidos pela ASTM
E1820 são primariamente válidos para corpos-
de-prova com trinca profunda (a/W ≥ 0.45). No
caso de ensaios de corpos-de-prova com trincas
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mais rasas (a / W < 0.4) ou com geometrias
diversas, aqueles fatores η perdem sua estrita
aplicabilidade. Adicionalmente (e talvez mais
importante), o modelo da rótula plástica (sobre o
qual a determinação do CTOD é baseada) é
reconhecidamente inadequado (particularmente
para pequenos valores de CTOD) uma vez que
assume a existência de um centro de rotação fixo
localizado aproximadamente sobre a metade do
ligamento remanescente da trinca, W - a.

Este trabalho apresenta um procedimento
para determinação experimental dos parâmetros
elasto-plásticos J e CTOD em espécimes SE(B)
utilizando o método e t a. O objetivo central é a
obtenção de fatores adimensionais η c a l i b r a d o s
numericamente e aplicáveis a uma faixa
abrangente de dimensões relativas de trincas
(0.05 ≤ a / W ≤ 0.7) e propriedades de encruamento
do material. Os resultados das análises permitem
estabelecer curvas do fator adimensional η e m
função da dimensão da trinca (a / W) e das pro-
priedades de encruamento do material, as quais
permitirão a determinação mais acurada dos
parâmetros J e CTOD obtidos experimentalmente.

2 METODOLOGIA ETA PARA
DETERMINAÇÃO DA INTEGRAL J E CTOD

Métodos para medição experimental da
Integral J são geralmente fundamentados sobre a
sua interpretação energética caracterizada pela
taxa de liberação de energia para materiais linea-
res e não lineares (elasto-plásticos). O proce-
dimento usual para determinação experimental
deste parâmetro adotado por diversas normas e
recomendações (como, por exemplo, A S T M
E1820(2)) baseia-se na separação de J em com-
ponentes elásticas, Jel, e plástica, Jpl, na forma(1)

kI2 (l – ν2) ηj – c AplJ = Jel + Jpl = + (1)
E            Bn (W – a) 

onde E é o módulo de elasticidade longitudinal, KI

é o fator (elástico) de intensidade de tensão, ν é
o coeficiente de Poisson, Bn é a espessura
efetiva do corpo-de-prova (Bn = B para corpos-de-
prova sem entalhe lateral) e ηJ-C representa um
fator adimensional dependente da geometria do
corpo-de-prova. Na expressão acima, a
componente plástica da Integral J é função da
área plástica sob a curva P vs. CMOD, denotada
Apl, A Figura 1 ilustra uma curva P vs. CMOD
típica para um espécime de flexão SE(B)
indicando os principais parâmetros utilizados
para a determinação de J.

Adotando a resposta elasto-plástica do material descrita por
um modelo na forma de Ramberg-Osgood.(1)

σ ε          σ    
n

ε = , σ < σys       = , σ ≥ σys (2)
E εys           σys

onde n é o expoente de encruamento do material e σys e εys são a
tensão e deformação de escoamento (0.2% offset), é possível
mostrar que o parâmetro J relaciona-se diretamente com o CTOD
(δ) por meio de δ = (dnJ)/σys onde dn é uma constante adimensional
dependente do expoente de encruamento do material( 1 ).
Conseqüentemente, pode-se adotar procedimento análogo para a
determinação experimental do CTOD por intermédio de suas
componentes elásticas e plásticas

kI
2 (l – ν2) ηδ – c Aplδ = δel + δpl = + = (3)

2δys E σf Bn (W – a)

onde σf é tensão de fluxo do material definida por σf=(σys +σt)/2 e
ηδ-C representa um fator adimensional dependente da geometria do
corpo de prova. Analogamente, a componente plástica, δpl, é
função da área plástica sob a curva P vs. CMOD, denotada Apl
(Figura 1).

Nas expressões acima referentes ao cálculo das parcelas
Jpl e δpl, os fatores eta correspondentes são obtidos a partir de
curvas de carga vs. deslocamento da boca da trinca, P-CMOD.
Alternativamente, é também possível determinar fatores eta a partir
de curvas de carga vs. deslocamento da linha de carga, P-LLD,
denotados ηJ-L e ηδ-L. O caráter das Eqs. (1) e (3) anteriores
continua idêntico, mas os valores ηJ-L e ηδ-L diferem dos valores
correspondentes ηJ-C e ηδ-C como será apresentado a seguir.

3 ANÁLISES NUMÉRICAS

Um elemento-chave para o correto e acurado cálculo dos
parâmetros J e CTOD é a determinação dos fatores ηJ e ηδ por
intermédio de análises numéricas refinadas não lineares utilizando
o método dos elementos finitos. Tais análises fornecem simulações
numéricas detalhadas das forças e deslocamentos necessários
para construção das curvas P-CMOD (ou P-LLD) as quais serão
utilizadas para extração dos fatores eta. A matriz de análise
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Figura 1. Ilustração esquemática da evolução da carga aplicada, P, em
função do CMOD (V) para um corpo-de-prova flexão SE(B).

)(



obtidos da calibração de ηJ-C utilizando as curvas
P-CMOD. Nota-se que a influência do en-
cruamento do material (n) é praticamente
desprezível; todas as curvas colapsam essen-
cialmente sobre uma única curva descrevendo a
variação de ηJ-C com a/W. Para valores de a/W
inferiores a 0.15, é possível observar uma maior
dependência do parâmetro eta sobre o valor de n.
Além disto, ocorre uma variação algo abrupta na
tendência das curvas em torno de a/W ˜̃ 0.15.
Investigações adicionais revelam que tal
comportamento está associado à grande
sensibilidade do CMOD para corpos-de-prova
com trincas rasas.

Figura 3. Variação de ηJ-C em função de a/W e n para
espécimes SE(B).

Utilizando agora uma regressão quadrá-
tica para descrever a relação funcional de ηJ-C

com a/W para 0.15 ≤ a/W ≤ 0.7 resulta

(para 0.15 ≤ a/W ≤ 0.7) (4)

A Figura 4 apresenta os resultados
obtidos da calibração de ηJ - L para todas as
configurações geométricas analisadas. Devido à
grande sensibilidade apresentada por ηJ - C p a r a
trincas rasas, a utlização da curva P vs. LLD na
determinação de ηJ-L surge como uma valiosa
alternativa à determinação de J para trincas
rasas (a / W ≤ 0.15). Embora ηJ - L seja per-
centualmente mais sensível a n e a / W e a
medição de LLD possa adicionar maior comple-
xidade experimental, o comportamento das
curvas, principalmente para valores reduzidos
de a / W, é mais adequado e garante maior
acurácia na determinação do parâmetro J.
Sendo assim, a Eq. (5) apresenta uma regressão
biparamétrica do segundo grau em função de
a / W e n para a determinação de ηJ-L para 0.05 ≤
a / W ≤ 0.15 e 5 ≤ n ≤ 20.

ηJ-C  = 3.650 – 2.111. ( a )w + 0.341. ( a )w
2

considera espécimes SE(B) submetidos a flexão 3 pontos com
geometria convencional (W = 2B) e diferentes relações de tamanho
da trinca sobre largura, a/W = 0.05 a 0.7 em intervalos de 0.05. A
geometria dos corpos-de-prova analisados foi anteriormente
esquematizada na Figura 1.

As análises numéricas não lineares sob estado plano de
deformações (EPD) foram conduzidas utilizando-se o programa de
elementos finitos WA R P 3 D .( 5 ) As soluções computacionais
utilizam modelos constitutivos elasto-plásticos obedecendo a
teoria de plasticidade incremental (J2) sob pequenas deformações
e critério de Von Mises. A Figura 2 apresenta o modelo de
elementos finitos construído para o corpo-de-prova SE(B) com
a / W=0.5; os demais modelos possuem configurações similares.
Condições de simetria permitem a construção de somente metade
da amostra com vínculos apropriados impostos sobre o ligamento
(W - a) da trinca. A metade simétrica do modelo possui 1241
elementos isoparamétricos 3D de 8 nós constituindo, portanto,
uma única camada representando o plano X-Y do modelo. A s
condições correspondentes ao estado plano de deformações são
obtidas através da imposição de deslocamentos (vínculos) w = 0
na direção Z sobre cada nó do modelo. A aplicação do
carregamento é feita através de deslocamentos nodais impostos
na região do ponto de aplicação da carga, indicada na Figura 2; tal
estratégia permite melhorar substancialmente a convergência
numérica das análises.

O comportamento tensão vs. deformação adotado para os
materiais utilizados obedece ao modelo elasto-plástico descrito
pela Eq. (2). As propriedades mecânicas para os materiais
analisados consideram características típicas de aços estruturais
ferríticos (por exemplo, aços para vasos de pressão): σys = 257
MPa e n = 5, σys = 412 MPa e n = 10, σys = 687 MPa e n = 20. Em
todas as análises, E=206 Gpa e ν=0.3.

4 FATORES ETA PARA DETERMINAÇÃO DE J E CTOD

As Figuras 3-5 apresentam os resultados-chave obtidos das
análises conduzidas neste trabalho. O presente compêndio de
fatores η permite a determinação mais acurada dos parâmetros
elasto-plásticos J e CTOD. A Figura 3 apresenta os resultados
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Figura 2. Modelo de elementos finitos com condições de contorno e detalhe
da malha focal na ponta da trinca. Restrições em Z (não representadas)
simulam estado plano de deformações.



Figura 4. Variação de ηδ-C em função de a/W e n para
espécimes SE(B).

(para 0.05 ≤ a/W ≤ 0.15 e 5 ≤ n ≤ 20 (5)

A Figura 5 apresenta a calibração de ηδ-C.
Nota-se a sensível influência de n e a/W sobre
este parâmetro. Entretanto, ηδ-C a p r e s e n t a
tendência estável e clara ao longo de toda a faixa
de valores de n e a/W estudados, configurando-
se como um fator acurado na determinação do
parâmetro CTOD. A Eq. (6) apresenta uma
regressão biparamétrica do segundo grau em
função de a/W e n para a determinação de ηδ-C

para toda a faixa 0.05 ≤ a/W ≤ 0.7 e 5 ≤ n ≤ 20.

Figura 5. Variação de ηδ-C em função de a/W e n para
espécimes SE(B).

(para 0.05 ≤ a/W ≤ 0.7 e 5 ≤ n ≤ 20) (6)

5 APLICAÇÃO: DETERMINAÇÃO DO CTOD
EM ESPÉCIMES SE(B)

Esta seção descreve a aplicação da meto-
dologia e resultados anteriores para a determina-
ção do parâmetro elasto-plástico CTOD em
corpos-de-prova SE(B) por intermédio dos f a t o r e s
ηδ-C obtidos na Seção 4. O objetivo central é

ηδ-C = (1.01 + 0.196 . n – 0.0053 . n2) +( a )w
.

(–1.2123 – 0.1493 . n + 0.0028 . n2) + ( a )w
2 .

(0.9592 – 0.0308 . n + 0.0024 . n2)

ηJ - L = (0.0014 . n2 + 0.591 . n – 0.0346) + (0.0043 .

n2 – 0.342 . n + 11.816) . ( a )w + (– 0.0252 . n2 +

1.6971 . n – 22.459 . ( a )w
2

comparar os valores de CTOD derivados da metodologia e t a com os
valores correspondentes obtidos a partir do modelo da rótula plásti-
ca utilizado pela norma BS 7448(4) (e também pela ASTM E1290(3)).

Os corpos-de-prova SE(B) utilizados nesta aplicação
exploratória foram ensaiados por Ohata(6) e possuem espessura
B=30mm, largura W=60mm, comprimento entre apoios, S=240mm
com diferentes tamanhos de trinca: a/W=0.157 e  a/W=0.503. As
Figuras 6 (a) e (b) apresentam as curvas (médias) P vs. CMOD
obtidas experimentalmente. Ensaios mecânicos convencionais
forneceram as seguintes propriedades mecânicas para o material
testado: tensão de escoamento, δγS = 382MPa, limite de resistência,
δUT = 500MPa, e coeficiente de encruamento, n=10.6.

Com os valores de n e a/W, os fatores ηδ-C são deter-
minados para cada um dos espécimes ensaiados utilizando-se a
função de ajuste descrita pela Eq. (6) anterior. Estes resultados em
conjunção com as curvas P vs. CMOD fornecem os valores de δexp

tanto pelo modelo da rótula plástica como pelo método eta para
ambos espécimes no ponto de carga máxima (indicado pela seta
nas Figuras 6 (a) e (b)). A Figura 6 (c) apresenta os valores obtidos
de δexp para os dois métodos e a evolução do CTOD com o
aumento da carga P experimental para ambos corpos-de-prova (os

pontos sobre as retas definem valores de CTOD para um mesmo

valor de carga aplicada P).

Figura 6. (a) Curvas P vs. CMOD para espécime SE(B) a/W=0.157, (b)
Curvas P vs. CMOD para espécime SE(B) a/W=0.503(6) e (c) Resultados de
δexp e evolução do CTOD com o aumento da carga P experimental para
ambos corpos-de-prova (os pontos sobre as retas definem valores de
CTOD para um mesmo valor de carga aplicada P).

6 CONCLUSÕES

Do presente trabalho pode-se concluir que:

• A aplicação da metodologia eta possibilita a determinação mais
acurada dos parâmetros J e CTOD obtidos experimentalmente,
incluindo configurações geométricas diversas e extensiva faixa de
propriedades mecânicas;

• Os fatores ηJ-C são praticamente independentes das proprie-
dades de encruamento do material na faixa 0.15 ≤ a/W ≤ 0.7. Para
trincas mais rasas (0.05 ≤ a/W ≤ 0.15), o parâmetro ηJ-C mostra-
se mais adequado. 
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ordem de 30% em relação ao método e t a p a r a
trincas rasas.
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• Os fatores ηδ-C apresentam maior dependência sobre as proprie-
dades de encruamento do material na faixa de comprimentos de
trinca analisada;

• A aplicação da metodologia e t a em substituição ao modelo da
rótula plástica na determinação do CTOD fornece valores mais
realistas. Os valores de CTOD obtidos a partir da análise
exploratória de ensaios experimentais conduzidos sobre corpos-
de-prova SE(B) são maiores se calculados pelo modelo da rótula
plástica da BS7448, apresentando diferença percentual da
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